Le problème de Dirichlet dans les C∗-algèbres  by Sauvageot, Jean-Luc
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 101, 5&73 (1991 j 
Le probEme de Dirichlet dans les C*-algkbres 
JEAN-LUC SAUVAGEOT 
CNRS. Laboraroire de Probabilik%, UthersitP P. & M. Curie, 
Tour 56, 4 place Jussieu. F 75252 Paris Cedex 05, France 
Communicated by .4. Comes 
Received June 20, 1990 
A C*-algebra A, a closed ideal I, and the generator A of a Markov semigroup 
of completely positive contractions from A into itself, are given. Under the same 
kind of assumptions as in the classical case, a completely positive lifting A from the 
quotient algebra A/f into the algebra M(A) of multipliers of A is constructed, such 
that, for any a in A,‘I. its lifting A(r) is harmonic on I, i.e., belongs to the kernel 
of the generator A localized on 1. ,I’- 1991 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
a. Le probkme de Dirichlet 
Cet article propose un exemple de resolution locale, avec conditions au 
bord, d’une equation differentielle dans une C*-algebre. 
11 s’agit de mettre en oeuvre, dans un cadre et sous une reformulation 
algebriques, la methode classique de solution du probleme de Dirichlet par 
les processus stochastiques (cf. [2]). L’attrait essentiel de cette methode, 
dans le contexte des algibres d’operateurs, est qu’elle ne suppose pas 
d’autre structure geometrique ou analytique que celle fournie par un semi- 
groupe, analogue au semi-groupe de la chaleur d’une variete riemannienne. 
Le structure initiale est done remarquablement simple: 
- une C*-algebre A; 
- un ideal bilatere ferme 1 de A; 
- un semi-groupe {d,},,, d’applications completement positives de 
A dans A, continu, markovien, de gtnerateur infinitesimal A. 
Les deux premieres sont des don&es topologiques, la troisibme est 
l’unique donnee analytique. 
Le but de cet article est la resolution de Equation differentielle 
“A(x) = O”, localisee sur l’ideal I. Plus prtcisement, le problbme de Dirichlet 
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s’enonce ainsi: un &+nent CI de 1’algPbre quotient AJI ktant don&, trouver un 
rekvement Cr de M dans i’algkbre A, ou dans l’algt?bre M(A) des multipli- 
cateurs de A, dont la restriction ir I soit harmonique, chst ci dire vkjie 
l’kquation 
A,(cl)=O. 
Dans cet &once, A, est la localisation sur I de l’operateur A, soit 
A,(~)=lim,~,p~(lltC~,(x)-xl), oti pI est l’operation de restriction, c’est 
a dire la representation aturelle de A ou de M(A) dans l’algebre M(I) des 
multiplicateurs de Z, et ou la limite est prise au sens de la “convergence 
compacte” (notion discutee au $2). 
b. Les hJ>pothbes 
Les hypotheses ont du m&me type que celles du cas classique: 
~ une hypothese de localite pour A (cf. 3.3.2 ci-dessous); 
- une propriete de noyau regularisant (propriete de Feller forte 
pour le semi-groupe (cf. 3.3.3); 
- une propriett de regularit de la “front&e” de Z (cf. 51.3). 
Le resultat alors obtenu (theoreme 5.3) est l’existence dun relevemen t 
completement positif ,4 de l’algebre quotient A/I dans l’algebre M(A) des 
multiplicateurs de A tel que, pour tout tl de A/I, son relevement A(U) soit 
harmonique sur I. 
La derniere hypothese est une condition technique facilement verifiable 
dans les cas raisonnables; la proprieti: de Feller s’lcrit 
$,(A**)c~~(A), k-0 
[“l’image dune fonction borelienne est une fonction continue”], oti 4, 
dtsigne le prolongement canonique de 4, a l’algebre de von Neumann 
enveloppante A* *. 
L’hypothese de localite est presentee sous une forme considerablement 
affaiblie: il suflit en fait d’exhiber une seule unite approchee de l’ideal Z 
pour laquelle A ait le comportement qu’on attendrait dun operateur local 
au sens classique, c’est a dire qu’il derive cette unite approchee en une suite 
d’eltments de I qui, en un sens approprii, converge vers zero. 
c. La mPthode 
La methode classique de resolution du probleme de Dirichlet par les pro- 
cessus stochastiques, telle qu’on la trouve exposle par exemple dans le livre 
de E.B. Dynkin [2], peut $tre suivie, du moins au niveau du plan, mais 
avec des nuances importantes: car la non commutativite n general, et tout 
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particulierement I’impossibilitt de travailler localement, imposent une 
globalisation des calculs, ainsi que, selon les cas et le point de vue, une 
simplification ou une sophistication des outils de la theorie des processus. 
La solution se construit en trois temps: 
(1’) dilatation du semi-groupe n un processus de Markov; 
(2’) definition du temps d’art& “premier temps de sortie de l’ideal 
I”; puis construction dun “noyau de Dirichlet” d&i comme esperance, au 
temps 0, du processus arr&te (a priori, il prend ses valeurs dans A**); 
(3) verification des proprietts de ce noyau: harmonicite, et appar- 
tenance a A, ou M(A), de la solution exhibte. 
Les deux premieres etapes de ce programmes ont deja rtalisees dans 
deux publications anterieures [7, 81, qui concentrent les principales 
dificultes techniques likes aux processus stochastiques non commutatifs. 
Pour l’harmonicite, il ne s’agit plus ici que d’en exploiter judicieusement les 
resultats. 
Le fin du programme est un peu plus delicate: la propriete de localite 
permet d’associer a tout element tl de l’algebre quotient A/f un Clement 
harmonique de l’algebre de von Neumann enveloppante I** de I; la 
propriete de Feller assure qu’il s’agit d’un multiplicateur de I; et l’ensemble 
des proprietes permet de “recoiler les deux morceaux” le long de la frontiere 
de I pour obtenir un multiplicateur de A. 
d. Les exemples 
Des exemples de semi-groupes possedant la propriete de Feller seront 
don&s dans un article ultirieur. Mentionnons ici simplement leur prin- 
ciple: si G est un groupe discret, et I une fonction de type negatif telle que 
la fonction eer’ soit integrable pour tout t > 0 (par exemple la fonction 
“longueur du mot” sur un groupe a croissance sous-exponentielle), le semi- 
groupe associte {e “} ~ a 0 sur la C*-algebre du groupe possede la propritte 
de Feller. 
Plus generalement, si G agit sur une C*-algebre B en cornmutant a un 
semi-groupe (4,) de B posstdant la propriete de Feller (par exemple, le 
semi-groupe de la chaleur dune variete riemannienne complete sur laquelle 
G agit par isometrics), on construit naturellement un semigroupe 
{drMep”l sur le produit croise B >a G, qui possede encore la propritte de 
Feller; et les hypotheses de localite et de la rtgularite de la frontiere passent 
saris difftculte dun ideal G-invariant de B a l’ideal correspondant du 
produit croist. 
I1 devrait Stre probablement possible aussi, mais cela exigerait une etude 
particuliere, de resoudre le probleme de Dirichlet dans les algebres de 
feuilletages (cf. [ 1, 93 ). 
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e. Plan de lhrticle 
Aprb avoir presente les objets mis en jeu et les notations qui leur sont 
attachees (Ql), puis precise au paragraphe 2 les choix operes entre les 
differentes notions possibles de “convergence compacte” pour les familles 
non born&es d’optrateurs, nous posons au paragraphe 3 le probleme de 
Dirichlet en discutant ses hypotheses. Le paragraphe 4, oti sont resumes les 
resultats utiles de [8], est consacrt a la definition du “noyau de Dirichlet” 
comme relevement completement positif de A dans l’algebre de von 
Neumann enveloppante A* *, et a la verification de l’harmonicite. On 
demontre entin au dernier paragraphe que, lorsque toutes les hypotheses 
sont veritiees, ce relevement prend ses valeurs dans l’algebre des multipli- 
cateurs de A. 
1. PR~LIMINAIRES ET NOTATIONS 
1.1. Donnees de base 
Tout au long de cet article ont ete fixes: 
- une C*-algsbre A, que nous supposons separable pour simplifier, 
mais non necessairement unifere; 
- un idPa bilatere fermP I de A; 
- un semi-groupe (q5,}l,0 d’applications completement positives de A 
dans A, que l’on suppose: 
l continu: pour tout a dans A, l’application t + 4,(a) de R! + dans 
A est continue, 
l markovien: pour tout etat o de A, pour tout t 20, osd, est 
encore un Ctat de A. 
[“Semi-groupe” signifie C& = identite de A; d3 0 #I = ds + ,, Vs, t b 0.1 
1.2. Notations relatives Li I’idPal 
1.2.1. e(Z) designe le support de Z dans l’algebre de von Neumann 
enveloppante A** de A; 
f(Z) = 1 - e(Z) sera considtre comme le support, dans A**, de l’algebre 
quotient A/Z; 
e(Z) et f(Z) sont dans le centre de A**. 
1.2.2. On identifiera l’algebre de von Neumann enveloppante Z** de I 
avec l’algebre de von Neumann reduite (A**),,,,. 
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On identiliera I’algkbre de von Neumann enveloppante (A/Z)** de A.;I 
avec l’algkbre de von Neumann rkduite (A**),,,,. 
En d’autres termes, un Cllment de I** (resp. de (A/Z)**) est un kltment 
de A * * dont le support est infkrieur 1 e(Z) (resp. g f( I) ). [ Sur ces diffkrentes 
notions associkes g une C*-algkbre, cf. [6].] 
1.2.3. On rappelle que l’algkbre M(A) des multiplicateurs de A est 
dktinie comme: M(A)= (~EA**/.wEA et axeA, V~EA~. 
Avec les identifications ci-dessus, l’algtbre des multiplicateurs de I 
devient 
M(Z)= (x~A**/support de x<e(Zj; .ybEZ, b?cEZ, VbEZ). 
La reprksentation canonique de M(A) dans M(Z) n’est autre que la 
rkduction sur e(Z). On notera .Y + x,, cette rtduction. 
1.2.4. L’idCal qui jouera un r81e fondamental, lorsqu’on travaillera dans 
des C*-algkbres sans unit& est l’idCa1 de M(A) intermtdiaire entre Z et 
M(Z), c’est-g-dire: 
?= M(Z) f-3 M(A) 
= (x E M(A)/support de x Q e(Z)} 
= IXEA**/xaEZetuxEZ,VuEA). 
1.2.5. Frontihe. 
La front&e de Z sera l’algbbre quotient 
dZ= A/(Z+ I’) 
od Z’={u~~A/ub=0,Vb~Z}={u~A/u~e(Z)=0} est l’annihilateur de Z 
dans A. 
On posera de m&me 
ae( I) = support de 8Z = 1 A** - e(Z) - e( I’). 
1.3. Notations relatives au semi-groupe 
1.3.1. Prolongement h A** 
Par double dualitt, le semi-groupe { d,}raO se prolonge en un semi- 
groupe WLro d’application complktement positives normales de A* * 
dans elle-m&me, vh-ifiant 
4,(1.4**)= l/t**, Vt > 0. 
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1.3.2. Gtntrateur infinitCsima1 
Le gCnCrateur A du semi-groupe st dktini par 
son domaine G@(A) ktant l’ensemole des tltments a de A pour lesquels cette 
limite existe pour la topologie de la norme. 
On considkrera l’extension d de A g A** dkfinie par rtfkrence g la 
topologie uniforme, soit d(x) = lim,,, (l/t)[$,(x) -xl, dont le domaine 
5?(d) est l’ensemble des Clkments x de A** pour lesquels cette limite existe 
pour la topologie uniforme. 
Nous ferons un usage systkmatique des deux propriCtCs uivantes: 
1.3.2.1. Pour tout x de A** et tout 1 rCe1 strictement positif, l’llkment 
s r le-“‘q5,(x) dt 0 
de A** est dans le domaine de B. 
1.3.2.2. Pour tout x dans le domaine de 6, tout t >, 0, on a 
i,b, - x = j-; $,(Jb)) ds, 
d’oh on dtduit aiskment, d’une part que A et d sont des optrateurs fermts, 
d’autre part que la femeture normique de 9?(A) est l’ensemble des x de A** 
tels que l’application R + 3 t + i,(x) E A** soit normiquement continue. 
1.3.3. Les formes quadratiques yI 
1.3.3.1. Pour X, y dans A** et t30, on posera 
Y,(Y, -x) = &tc y*“) - i*(Y)*x - J’*$t(x) + y*x1. 
1.3.3.2. La forme quadratique 11~ est complktement positive: 
Vt 2 0, Vn E N*, VT,, . . . . x, E A**, 
la matrice [y,(x,, xi)li, j= ,,.... II est positive dans M,,(A**). 
En particulier, YJX, x) > 0, Vx E A**. 
1.3.3.3. Les Cgalitts et inkgalitts suivantes: Vx, ~1 EA** 
l Yo( L’, -xl = 0; 
l IY,(Y, -x)1* G IlYl(Y, Y)II Y,(X? XL 
l Yrb, x) 2 M,(x) - 4* 
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impliquent l’kquivalence des conditions suivantes, pour s E A ** fixi: 
(i) lim , LO lITA-& .y)ll = 0; 
(ii) lim rio ll-y,(y, -u)ll =o, v!‘EA**; 
(iii) limCl, IlfJ,(?r) - X/I = lim,,, /I$,(.Y*~Y) - .Y*.YII = 0. 
1.3.4. Lhlgebre Cl, 
On posera flA = 1.~ E A**/lim,l, y,(+lc, .u) = lim,l, Y[(,Y*, x*) = 01. 
L’Cquation: 
‘r’,( y, 3) = y,(z*y, x) + l’,( y, :)x - y*y,(z*, x), vx, J’, ZE II**, 
et l’kquivalence des conditions (i), (ii), (iii) ci-dessus, prouvent que CK, est 
un sous-algkbre involutive fermte en norme de A* *, contenant A et 
contenue dans $2(d) = fermeture normique de F(d). 
Plus gknkralement, CTj contient toute sous-algtbre involutive de A** 
contenue dans 9(d). 
1.3.5. La forrne quadratique r 
Lorsque la limite (normique) existe, on posera: 
r est une forme quadratique positive, partiellement dChie sur aA. 
En particulier, si x et X*X sont dans le domaine de A, x est dans le 
domaine de r et 
f(x, x) = + [/4(x*x) - x* d(x) - d(x)* .x]. 
2. CONVERGENCE COMPACTE NON COMMUTATIVE 
2.1. Heuristique 
Soit (,Y,}~~.~ une famille d’C1Cments de A**, indexte par un ensemble 
filtrant croissant 8, et x un Gment de A**. Que signifie, dans A** 
“x~. -+ .Y uniformlment sur tout compact”? 
Heuristiquement, un “compact” est un projecteur spectral xcs, +%,(a), oli 
aEA+ et b > 0. 
Si la famille est bornte, dire que “x~ -4 .Y uniformtment sur tous les 
projecteurs du type ci-dessus” Ciquivaut A: lim, 11(x, - .r)all = 0. D’oti une 
premikre dkfmition: 
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Si la famille {x,} est bornee, on dira que x,-+x uniformPmenr sur tour 
“compact” de A si, pour tout Clement a de A, 
lim Il(?c, - .u)ali = 0; 
ou bien, ce qui revient au m&me, 
lim Ila* Ix, -xl all = 0. 
Lorsque la famille {xa} n’est pas bornee, il serait vain d’esperer la 
convergence ci-dessus pour tout a de A. D’autre part, il y a un choix 
arbitraire a faire entre la reduction unilatere et bilattre. Enlin, la valeur 
absolue devient une notion difftcile a manier. Voici les definitions que nous 
proposons: 
2.2. Dkfinitions 
2.2.1. Nous dirons que la famille {x,},~,~ d’tlements positifs de A** 
converge uniformkment sur presque tout “compact” de A [resp. presque 
uniformkment sur presque tout “compact” de A] vers 0, selon le filtre 9, si 
VE > 0, Vu E A, la’ E A t.q. Ila - a’(1 6 E et 
lim I(a’ *.Y,u’II = 0 
2 
[resp. F IJa’ *.Y~u’~~ GE]. 
2.2.2. Nous dirons que la famille {x, }a, 9 d’tltments de A** converge 
uniform&ment sur presque tout “compact” de A [resp. presque uniform&nent 
sur presque tout “compact” de A] vers l’element x de A**, selon le tiltre 9, 
si on peut icrire 
X2-X=4’;- yf+i(y;f-yt) 
avec 
,I:, 2 0, Vcc, Vi = 1, 2, 3, 4, et 
y;+y;+y;+y:-0 
uniformement (resp. presque uniformtment) sur presque tout “compact” de 
A, au sens de 2.2.1. 
2.3. Convergence compacte et unit&s approchkes 
2.3.1. LEMME. Soit (x,),,~~ une suite croissante de multiplicateurs de A 
convergeant ultra faiblement vers 1 ,4.a dans A*. 
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Aiors la suite ( ?T,,),~ a ,, converge cers 1 ,w,,4, pour la topologie des multipli- 
cateur.s de A. 
DCmonstration. Fixons a darts A + et E > 0. 
Soit k le projecteur spectral de A correspondant a l’intervalle [F, + zc [. 
Soit g la fonction (continue) de R + dans II%! + detinie par 
si 0 d t < E. 
si t 3 E. 
On pose a0 = g(a). 
Soit o une forme lineaire positive sur A, et 0 son prolongement a A**. 
Les deux conditions sont equivalentes: 
(i) Iloll d 1 et o(a,)= 1 
(ii) weS(A) et G(k)= 1. 
Done, la face S, = (o E S(A)/&(k) = 1) de S(A) est un compact faible 
dans ‘4:. 
Posons Ed = limite (dCcroissante),z _ x llk( 1 - x,)kll. Supposons Ed > 0: 
pour tout n, il existe o,, dans Sk tel que w,(k( 1 - x,)k) = 
w,(a,( 1 - x,,) ao) Z ,z0/2; soit 
t5,iao( 1 --y,) a,) BE/~, Vn 3 m. 
Soit o un point d’accumulation faible des (w,),~~ dans Sk. On aura: 
O(1 -x,)=0(1 -.u,)a,)>E/2, Vm90, 
ce qui contredit la convergence ultrafaible de (1 - ?I,,,) vers 0. 
On a prouve lim,, X IIk(l--x,)kll=O, done lim,,,ll(l-x,)kl(=O. - 
Comme Ilka-a/l GE, on a prouve hm,,,, (I II( 1 -x,)all GE, VE >O, et 
lim, _ x 11(1 -.x,)all =O. 
2.32. Dire qu’une suite (a,), a0 d’elements de A est une unite 
approchee revient a dire que l’on a a,, m 1 dans A* * au sens de la 
convergence “compacte” de g2.1. 
2.3.3. Pour la convergence uniforme sur presque tout “compact”, 
l’ensemble des a’ de A pour lesquels la convergence vers 0 est assuree est 
un ideal A droite, et on peut remplacer les lignes symboliques de la 
definition 2.2.1 par: 
“il existe une unite approchle (a,),., de A telle que 
Vn 2 0, lim II a:x, a, II = 0” 
1 
[resp. lim lim lla,*x,a,I) =O]. 
,1-,x 1 
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2.3.4. LEMME. Soit A une C*-alggbre, q5 une application compltitement 
positive de A dans A et I$ son prolongement h A**. On suppose 
~(~,P)EWA). 
(1”) On a d(MA))cWA); 
(2”) La restriction de 4 Li &f(A) est continue pour la topologie des 
multiplicateurs de A. 
De’monstration. Soit x un Clement de M(A) et a un Clement de A: on 
veut prouver 6(x) . a E A. 
Soit {anlnzO une unite approchee filtrante croissante de A: a, + 1 dans 
A** fortement, done &a,) converge en croissant vers & 1 A..). D’apres le 
lemme 2.3.1, &a,) converge vers & lA**) pour la topologie des multipli- 
cateurs de A. soit 
lim /la*& 1 A*8 - a,,)4 = 0, ,I - xi 
done 
lim Ila*fj[(la**-an)1~2x*x(l..*-a,)L2]all =O; 
n - x 
done 
lim II&x(1 -a,)“‘]all =O. 
n-rx 
Pour chaque n, b, = 1 - (1 - an)1’2 est un element de A. Done &xb,,)a 
est une suite d’elements de A qui converge en norme vers $(x)a. Le (1”) du 
lemme est dtmontre. 
Si x, -+ 0 dans M(A) pour la topologie des. multiplicateurs, le m&me 
calcul donne IlqT(x,b,)a - $(xX) .all = 0 uniformement en M, d’ou 
Ili(d .all 7 0. 
2.4. Convergence compacte t localitk 
Placons-nous dans le cas commutatif: A = C,(X) et I = C,(Q), ou 52 est 
un ouvert de l’espace localement compact X. On suppose que le semi- 
groupe {fj,} est local au sens classique [2]. 
Soit (b,),, N une unite approchte dans I,, formee de fonctions dont le 
support est relativement compact dans 52, qui appartiennent au domaine de 
A, et qui verifient: b, + , = 1 sur le support de b,, pour tout n. 
Le localite de A assure alors 
A(b,)EZ et A(b,+l).b,=O, VnEN, 
et par consequent lim, _ Ici A(b,) = 0, au sens de la convergence compacte 
dans 52. 
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C’est une reecriture de cette propriete qui nous fournira, dans le cas non 
commutatif, l’hypothtse de localite grace a laquelle on risoud la partie 
stochastique du probleme de Dirichlet. 
3. LE PROBL~ME DE DIRICHLET: CONCLUSIONS ET HYPOTHESES 
3.1. Harmonicirk locale 
Soit x un element de A**. 
On dira que x est fortement [resp. faiblement] harmonique sur I’idPal I 
si l’on a 
f [fj,(s)-s] e(l)-+0 quand tJ0 
dans I**, au sens de la convergence uniforme [resp. presque uniforme] sur 
presque tout “compact” de I. 
3.2. .&on& du probkme de Dirichlet 
Soit M un element de l’algebre quotient A/I [cc = conditions au bord]. 
Existe-t-i1 un relevement a de a dans A (ou dans les multiplicateurs de A) 
qui soit harmonique sur Z, fortement ou faiblement, au sens precedent? 
Plus globalement, existe-t-ii une application completement positive ,4 de 
A/Z dans A (ou M(A)) telle que, pour tout a de A/Z 
( 1”) classe de A(a) dans A/I = a; 
(2”) A(a) est harmonique sur I? 
3.3. Hypotheses 
Nous considererons, tour a tour ou simultaniment, les hypotheses 
suivantes: 
3..3.1. HYPOTH~SE D'ERGODICIT~ Si un tlkment x de A*,* vPr$e 
-ac B isLfm VS20, 
il vPrifie alors x > 1 A.. . 
3.3.2. HYPOTH~SE DE LOCALITY (cf. [2, Chap. III, Sect.21). II existe une 
suite {b,},ao d’kkments de 7 (I’id&al de M(A) d&i en 1.2.4) vtrifiant: 
(1”) b,,E9(d) et d(b,)Er Vn>O. 
(2”) b,,yzy+ 1 I” uniformkment sur tout “compact” de I. 
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(3”) ou bien (localite faible): 
dans I* * 
presque uniformtment sur presque tout “compact” de I (oti r est la forme 
quadratique d@nie en 1.3.5), 
ou bien (localite forte): 
lIb,ll=l;b,,>O;b ,,-, ~b,,=b,,+,etb,z-,~d(b,,)=0,Vn30. 
3.3.3. HYPOTH~SE DE FELLER FORTE (cf. [2, Chap. XIII, Sect. 11). Pour 
tout t strictement positif, on a I$,( A* * ) c M(A). 
C’est une propriete de “noyau rtgularisant”. On pourrait saris dommage 
remplacer l’algebre de von Neumann enveloppante A** par l’algebre de 
Bore1 enveloppante. (cf. [6, 4.5.61). 
3.4. DPmarche d’une solution 
La solution du probleme de Dirichlet est traditionnellement scindee en 
deux temps. 
ler temps. Construction du “‘noyau de Dirichlet”. Au couple forme du 
semi-groupe { 4, > et de l’idtal Z est associte une contraction completement 
positive /1 de l’algebre quotient A/Z dans l’algebre de von Neumann 
enveloppante A* *, qui sera markovienne lorsque l’hypothese d’ergodiciti 
3.3.1 est satisfaite. 
Pour tout a de A/Z, l’eltment n(a) de A** sera harmonique sur Z db que 
l’une des hypotheses de localite 3.3.2 est satisfaite: la localitt faible impli- 
quera l’harmonicite faible; la localite forte assurera l’harmonicite forte. 
2Pme temps. Propriktks de continuitk de chaque A(a). A est construit 
de telle man&e que l’on ait toujours n(a) .f(Z)=cr dans (A/Z)** c A** 
(propriete de relevement). 
Pour obtenir des proprietes de continuite pour chaque n(a), on invoque 
d’abord la propriete de Feller forte 3.3.1: jointe a I’harmonicite faible ou 
forte, elle assurera que l’element n(a) .e(Z) de Z** est en fait un multipli- 
cateur de I. 
On saura ainsi que n(a), comme “fonction sur un espace non com- 
mutatif”, est “continu” separement sur les parties ‘f(Z)” et “e(Z)” de cet 
espace. I1 reste a prouver que ces deux morceaux se recollent bien le long 
de la front&e de Z, ce qui necessite un troisitme type d’hypothese, portant 
sur la regularitt de cette frontitre. Cette condition de rtgularitt, qui 
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s’exprime mieux en terme de processes que de semi-groupe [il s’agit d’krire 
que ‘Touvert I ne pikge pas les particules issues de sa frontike”], sera 
discutle au $5. 
Ce programme une fois ttabli, il ne reste plus qu’li le rlaliser. 
4. SOLUTION DU PROBL~ME DE DIRICHLET STOCHASTIQUE 
Nous rappelons d’abord les principaux rksultats de [S]. 
4.1. Le theoreme de dilatation 
4.1.1. TH~OR~ME (cf. [S, Proposition 4.21). II existe un processus de 
Markotl couariant {M, (M,)lSo, (Eolao, (o,)IzO> auec les proprietes 
suivantes: 
(i) M est une algibre de Lion Neumann; 
(ii) Pour chaque t 2 0, M, est une sous-algebre de von Neumann; E, 
une esperance conditionnelle normale de M sur M, [E,( I,,<) = l,]; 
(iii) [filtration] t/s < t, E, E, = E, E, = E, (done M, c M,); 
(iv) (~LO est un semi-groupe [~,,=id,,,,;~s~~r=~,+,] 
d’endomorphismes normaux de Ihlgtbre involutive M, preservant l’unite’ 
[a,(l,)= l&f, vt201; 
(v) [cooariance] Vs, t>O, os~E,=E,+,saS; 
(vi) [dilatation] M,,=A** et, V~EA**, VtaO, 
$,b) = EoCar(-~)l; 
(vii) [centralite] le centre de M, = A ** est in&s dans le centre de M. 
4.1.2. PROPRI~T~S (cf. [ 8, Sect. 41). ( 1) Pour tous s, t 2 0, on a 
~s(M,)cMs+r 
(2) Pour tout s 20, tout a de A, on a os(a)E M,. 
(3) Pour tous s6 t, les projecteurs o&f(Z)) et o,(f(Z)) commutent 
entre eux, et commutent a o,(x), Vx E M. 
(4) Pour toute famille ordonnee de temps 0 < t 6 t, d . . . d t,, tous 
x, , . . . . x, dam A* *, on a 
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4.2. Le premier temps de sortie 
4.2.1. DEFINITION (cf. [S, 5.21). On appelle premier temps de sortie de 
I’idial I la famille croissante de projections 
On a 
Q,(t)= v osCf(Ol~ t 3 0. 
SE ro.r1 
. Q,(t)EM,na,(M)‘, Vt>O; 
. PI(s) o,(x) = o,(x). Q,(s), Vs 6 t, Vx E M; 
. Q,(O) =f(O 
[Les symboles V et A dtsignent le sup et l’inf d’une famille de projecteurs 
cornmutant deux a deux.] 
4.2.2. Notation. Soit Y={to=O<tl< ... <t,,< . ..} une subdivision 
de R, (on supposera toujours implicitement lim, _ +=, t,= +co). 
Soit X un element de 44. On posera 
aW) = Jf.f(l) + 1 ~,,+,(WCQ,k+ 1) - QAtn)l. 
II > 0 
4.2.3. LEMME (cf. [S, 2.1, 3.5 et 5.31). (1‘) I1 existe une projection A’, 
de M, commutant h tous les Q,(t), et telle que: 
(a) EoCC,l = 1,; 
(b) pour tout x de L’algGbre a, (dkfinie en 1.3.4), la famille filtrante 
{a?(x). Z,} converge *-ultrafortement, selon le filtre des subdivisions de 
R,, vers une limite commutant h Ca, not&e 
a,(x) = J m a,(x) + dQ,(t). 
0 
(2”) L’application x -+ a,(x) est une reprksentation d’algtbres 
involutives de LEA duns M. 
(3”) On a cr,(l,..)= Q,( +a). &, oli Q,( +CD) est la limite 
croissante des Q,(t) quand t tend vers l’infini. 
4.3. PropriPth fondamentales 
La partie stochastique du probltme de Dirichlet repose SIX les trois 
proprietes suivantes. 
4.3.i. LEMME. Soit /3 un til&ment de A** vhifiant: 
l B.e(Z)=/? 
l fiE9J(B) et B(fi).e(Z)=d(fi). 
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Alors on a 
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Dtkonstration. On peut supposer /? auto-adjoint. 
En appliquant a p et A(/?) la demonstration du lemme 5.4 de [S], on 
obtient: 
VE>O, 36>0 tel que t<s=-E,[Q(t)a,(/3)]<&tl,k,. 
En appliquant cette propritte a -fl, on obtient le resultat. 
4.3.2. LEMME. Pour tout s darts R:, tout x dam aJ, on a 
Co,Co,c-~,l - oA-~)l .( 1 - QAs)) = 0 
(cf. [8, 5.3 (iii)]). 
4.3.3. LEMME. On suppose &-@es les parties ( 1”) et (2”) de I’hypothese 
3.3.2: il existe une suite (b,,),zO dans l’ideal f de M(A) verfiant: 
l b,sC2(d) et d(b,)ET, VnaO, 
l lim,,, Ilb,b - bll = 0, Vh E 1. 
Alors, pour tout element b de I, on a 
KJ~,(b)l= 0. 
Demonstration. Se dtduit du lemme 4.3.1 ci-dessus comme le (i) de la 
proposition 5.5 de [S]. 
4.4. Harmonicite du noyau de Dirichlet 
4.4.1. DEFINITION. On suppose veritiee l’hypothese de localite 3.3.2, faible 
ou forte. Le noyau de Dirichlet est l’application completement positive A de 
A/I dans A** deduite, par passage au quotient, de l’application 
A 3a + &[a,(a)] E A** 
dont on sait, par 4.3.3 ci-dessus, qu’elle est nulle sur I. 
4.4.2. TH~OR~ME D’HARMONICITi FAIBLE. On suppose satisfaite 
I’hypothtse de localite faible 3.3.2 (l”), (2’), et (3”) (faible). 
Pour tout u dans A/I, I’PIPment A(u) de A** est faiblement harmonique 
sur I (au sens de la definition 3.1). 
Demonstration. Prouvons d’abord la propriete suivante. 
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4.4.2.1. Pour tout b dans Z, tout E > 0, on peut trouver un element 6’ 
de I tel que 116 - b’ll 6 E et 
-1 
On peut supposer llbll < 1. Soit (b,),, a,, la suite dans r ayant les 
proprietes (1”). (2”) et (3”) faible de 3.3.2. 
On peut trouver 6” dans I tel que 
llb”ll < 1, 
- 
lib-b”ll <c/2 et hm llb”*T(bn, 6,) b”lI <c/4. 
n 
On peut choisir un n tel que 
Ilb,b”II 6 1, lib” - b,,b”ll < 42, Ilb”*f(b,,, 6,) b”11 GE/~. 
On posera 6’ = b,b”. 
D’aprb 4.3.1, et comme 
Ub,,, b,) = ‘li; f &C(~,(b,) - U*h(hz) - b,)l, 
il existe 6 > 0 tel que, pour tout t 6 6, on ait 
(1) IIJ%CQ(~)~,(~,)~~~ bWllh,ll 
(2) b” *-%C(a,(b,)* -b,,) Q(f)(o,(b,) - b,)lb” 6 c/2. IA**. 
En developpant (2) et en appliquant (1 ), on obtient 
b’*E,[Q(r)] b’<tE.1,4..r vt < 6; 
la proprietb 4.4.2.1 est dtmontrte. 
Soit maintenant a un element de A/I et a un relevement quelconque de 
a dans A. On supposera llall = 1. On pose, pour t >, 0, X, = a,[a,(a)] - 
a,(a) et on a 
(a) Ilx,ll < 2 lkll par 4.2.3 (2”) 
(b) $,(/l(a)) -A(a) = &(X,) par 4.1.1 (v) et (vi) 
(c) X,.Q(t)=Q(t).X,=X, par 4.3.2. 
Par (c), on peut tcrire X, = Xi - Xf + i(X: - X:) avec: 
Vt>O, Vi= 1, 2, 3, 4, A-;>0, IlXfll G 2 et J$Q(r)=Q(t)Qk-f. 
On posera 
xf = f &,[A-;. Q(r)] Vt 3 0, Vi = 1, 2, 3, 4. 
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On a alors 
q+,(A(cc)) - A(a) =x; - .Y;’ + i($ -x;, 
avec 
x; 2 0, Vt>O, Vi= 1, 2, 3,4 
et, par 4.4.2.1 ci-dessus, 
dans I** 
presque uniformtment sur presque tout compact de I. C.Q.F.D: 
4.4.3. TH~OR~ME D'HARMONICIT~ FORT. On suppose satisfaite I’hypothGse 
de localitk forte (3.3.2, (lo), (2”) et (3”) forte). 
Pour tout CI dans A/I, l’klkment A(a) de A** est fortement harmonique sur 
I (au sens de la dtfinition 3.1). 
DPmonstration. Fixons H. Pour l’eltment b,, de 7, donne par 
l’hypothese, on aura lim,lo( l/t) Eo[Q(t) o,(b,)] = 0, par 3.3.2, (1”) et 4.3.1; 
pour tout E > 0, if existe 6 > 0 tel que 
Vt G 4 EoCl - Q(t)1 a Eo[I(l - Q(r)) a,(b,,)l 
3 d,(b, I- ts I.\, 
ab,+tA(b,,)-2ts I,+,; 
soit, pour t 6 6, 
b rr-, E,Cl-Q(t)lb,~,~b~-,-2tEl.~, 
et 
b,-,EoCQ(t)lL,<2te 1,. 
On a montre lim,,,( l/t) lib,, ~, Eo[Q(t)] b,, ~, I/ = 0, Vn. On conclut comme 
dans la demonstration precedente. 
4.4.4. COROLLAIRE. Sous I’hJlpothkse de localitt 3.3.2, faible ou forte, 
on a 
vg II C$,(N~)) - ~(~)lbll = 0, VbEI. 
Dkmonstration. Comme il s’agit dune famille bornte, on passe sans 
ditficultt de la convergence presque uniforme sur presque tout “compact” 
a la convergence uniforme sur tout compact. 
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4.5. Autres proprietes du noyau de Dirichlet 
4.51. Pour tout CI dans A/Z, on a 
/!(a) .f(Z) = a 
dans 
(A**).f,n= (A/I)**. 
[Car o,(a) .f(Z)=a.f(Z), VaE A, par 4.2.2 et 4.2.3, done 
A(ii).f(Z)=&(a.f(Z))=a.f(Z)=ii.] 
4.52. PROPOSITION. Si on suppose satisfaites I’hypothtse de localitk 
(faible ou forte) 3.3.2, et l’hypothese fellerienne forte 3.3.3, alors, pour tout 
o! de AJZ, l’Pl&nent A(E) .e(Z) de Z** est un multiplicateur de I. 
Demonstration. Par hypothbe, 4,(/i(~)). e(Z) est un multiplicateur de Z, 
pour tout t strictement positif. On applique 4.4.4. 
4.53. PROPOSITION. Si on suppose satisfaite l’hypothese d’ergodicite 
3.3.1, le noyau de Dirichlet est markovien: pour tout Ptat w de A (conside% 
comme Ptat normal de A**), wo A est un Ptat de A/Z. 
Demonstration. Avec les notations de 4.2.3, (3”) on a 
E,(Q,( + co)) = l,., et &[ao,( lA.*)] = l,qr+. D’ou le rbultat. 
5. SOLUTION G~N~RALE DU PROBL~ME DE DIRICHLET 
On suppose desormais que sont veriliees les deux hypotheses 
3.2.2. hypothbe de localite (faible ou forte) 
3.3.3. le semi-groupe a la propriete de Feller forte. 
On sait que ,4(a), pour tout c1 de A/Z, est “continu” separement sur les 
deux morceaux supplementaires de A**: 
- dans (A**)r,,,=(A/Z)**, oti A(cr).f(Z)=cc~A/Z 
- dans (A**)e,,,=Z**r oti A(c().~(Z)EM(Z). 
11 reste a trouver les conditions pour que les deux morceaux se recollent. 
5.1. RPgularitP de la frontiere 
5.1.1. Notations. On posera q(t) = E,JQ(t)]. 
D’apres 4.1.2(4), q(t) est indtpendant du processus choisi en 4.1.1. Par 
exemple, on peut &ire 1 -q(t) comme la limite, dtcroissante avec le 
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raffmement des subdivisions finies Y = {to = 0 < t, < . . < I,, = t )- des 
expressions 
e~,,(eT,z~,,(e...~,“~,,~~,(e)...)), oti e = e(Z). 
On aura tgalement $,( 1 -q(t -6)) = E&j\,, [&.,, o,[e(Z)]) (0 <6 d t) 
comme la limite des expressions 
~,~(ed,,-,,(e...61,~I,,~,(e)...)), oti e=e(Z), 
selon le liltre des subdivisions linies {t, = 6 < t, < . . . < t,, = t ) de l’inter- 
valle [6, t]. 
On remarquera que, en vertu de l’hypothise de Feller, $Jq(t - 6)) est un 
multiplicateur de A pour 0 < 6 < t. 
Les notations I’, al, ire = de(Z), sont celles introduites en 1.25. 
On identifiera l’algebre de von Neumann enveloppante dZ** de 8Z avec 
l’algebre reduite (A * * )(,<,. 
5.1.2. LEMME. Les proprietb suivanfes sont Pquivalentes: 
(i) ~&I\,, lo.rl a.Ae(O)l .de = 0, Vt > 0; 
(ii) lim, l0 4Jq( t - 6)) . de = de, Vt > 0, pour la topologie ultrafaible 
de A**; 
(iii) lim,i, [4s(q(t-6))]- = l,,.., Vt>O, dans M(c?Z), pour la 
topologie des multiplicateurs de SZ. 
Demonstration. L’equivalence de (i) et (ii) est evidente. 
L’equivalence de (ii) et (iii) est le lemme 2.3.1. 
51.3. L'HYPOTH~SE DE REGULARITY (cf. [2, Chap. XIII, Sect. 21. On dira 
que la frontiere de [‘ideal Z est rtgulibre pour le semi-groupe { b,}r>O si l’une 
des trois conditions equivalentes du lemme 51.2 est virrfiee. 
La condition (i) s’interprete ainsi: une “particule” issue de la frontiere de 
sortira presque stirement de Z au moins une fois dans l’intervalle de temps 
10, t]; en d’autres termes, “l’ouvert” Z ne piege pas les particules issues de 
sa front&e. 
5.2. RPgularitP du noyau de Dirichlet 
Dans tout ce paragraphe, on suppose verifiees les trois hypotheses: 
~ localite 3.3.2 (faible ou forte). 
- Feller 3.3.3. 
~ Regularitt de la front&e 5.1.3. 
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5.2.1. Notations. Pour tout ce qui suit, on tixe: 
- un kkment X de A4 vkrifiant 
!‘; lb,(X) - XII = 0, 
on pose a, = E,(X), 
a0 = classe de a, dans AJI; 
- un Ckment a de A; 
- un nombre rkel E > 0. 
On suppose pour simplifier 11X(1 < 1 et /alI Q 1. 
On note p:,(h) (0 ~6 <u) le projecteur spectral de $a[q(u-6)] 
correspondan; ?I l’intervalle ] 1 - E, 11. 
5.2.2. LEMME. II existe un Gel u > 0 tel que 
Il(A(a 0 )-a ) p”(6)/1 <3cLiZ ou .. 9 V6 E 10, 
Dtmonstration. Par [IS, lemme 3.31, on peut dkfinir 
4. 
a,(J-) = lo= a,(J’)+ dQ(t) 
comme la limite uniforme, lorsque le diamttre de la subdivision Y tend 
vers zko, des sommes de Riemann or(X) dkfinies en 4.2.2 ci-dessus, et on 
aura 
4ao) = Eo(a,(W). 
Soit u > 0 tel que Ila,(X) - XII < E, Vt < u. On Ccrira (les notations ont un 
sens tvident ): 
=Eo j;“,(X)t deW]+&[~m a,(X)+ de(t)] u 




$,j[Iq(u - S)l d &SQcu)l. V6 E 10, u[. 
on aura 
done 
llEo[IX(l - Q(u))1 p”,(S)11 GE”’ 
et 
o,(X) + dQ(O = IIEoCoJJ-N 1- Q(u),] p”,(b)11 < E”‘. 
Enfin, par le choix de u, on aura 
d’oti le rlsultat. 
5.2.3. LEMME. Pour tout u > 0, on peut trouver 6 E IO, u[ et c E M(A) +, 
IJcI/ d 1, tels que 
(i) cp”,(6) = c 
(ii) Il(ca-a) aeli GE. 
Dbmonstration. Soit h la fonction de R, dans R, dtfinie par 
1 
0 si tgl-E 
h(t)= +-1+E) si l-E<t<l-&E/2 
1 si t >/ 1 - E/2. 
on posera ~~=h($~[q(u-b)]). 
Par calcul fonctionnel, on dkduit de 5.1.2(iii) 
lj~ Il(cda--a)dell =O. 
52.4. LEMME. Soit a, un dlbment de A vktifiant llu, .aell <E, il existe un 
Gmen t a2 de I + I’ vkl~ian t 
(la, - a,(1 < 8~. 
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Ddmonstration. On peut Ccrire a, = d, - dz + i(d, - d,), oti d, > 0 et 
lldi.aell GE, Vi= 1, 2, 3, 4. 
Pour dE A + tel que IId. &\I < E, comme de est dans le centre de A**, il 
est infkrieur au projecteur spectral de d correspondant A l’intervalle [0, E]. 
Soit .f la fonction de R + dans R + dehie par 
i 
0 si t<c 
f(t)= 2(t--E) si E< t62E. 
t si t 3 2E. 
On aura f(d). ~3e = 0, done f(d) E I+ I’ 
IIf - 4 < 2. 
I1 s&fit de poser az=f(d,)-.f(d?)+i(f(d,)-f(d,)). 
5.2.5. LEMME. II existe un Plkment a’ de A tel que 
IlA(a,) .a --a’11 < 16~ + 3~“~. 
Dkmonstration. Fixons u > 0 fourni par le lemme 5.2.2; 6 E 10, u[ et 
c E M(A) + fournis par le lemme 5.2.3; a, E I + I’ fourni par le lemme 5.2.4, 
tel que llca - a - a2 II < 8.5. 
On sait que A(cl,) . e(1) est un multiplicateur de I, soit A(u,) . b E A, 
VbEI. 
Comme le support e(T) est infkrieur A f(I), on aura 
A(q). b’ = a,b’ E A, Vb’ E I’. 
Done A(a,) .a, E A. 
On kcrit 
Il(A(~o)-ao)(ca-a-a2)ll < 16~ 
Il(~(h3)-ao) call < Il(4hJ-4 P”,(~)II<~E’~~. 
Done 
Il(A(a,) - ao)(a- a2)ll < 16~ + 3~‘;~ 
et 
avec 
/A( - a’11 < 16~ + 3~‘!~ 
a’ = a,a - aoa2 + A(a,) aI E A. C.Q.F.D. 
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52.6. Conclusion. Nous avons dtmontrk la propritttt suivante: soit X 
un kllment de A4 tel que 
l lim,l,I~a,(X)-XII =0 
l E,(X)=a”EA; 
alors A (classe de a,) est un multiplicateur de A. 
Soit a un Cltment quelconque de A: on aura 
a = lim a, 
L - I 
(pour la topologie normique) 
Oil 
a, = jx- E.e-“‘$,(a)dt=E, JX W%,(a)dt , 
0 [ 0 1 
soit 
a, = E,(X,) avec l$ Ila,(X,) - X,1/ =O. 
Finalement: 
A(~! Va E A/I. 
5.3. TH~OR~ME [solution du probkme de Dirichlet]. Soit A une 
C*-akGbre, {4I},,o un semi-groupe markovien, continu d’upplications com- 
pletement positives de A dam A, et I un ideal bilatere ferme de A. 
On suppose vtrtfiees les trois hypotheses: 
l localite forte (resp. faible) 3.3.2; 
9 hypothese de Feller forte 3.3.3; 
l regularitt de la fontiere 5.1.3. 
Alors, il existe une applicution completement positive A de l’algebre 
quotient A/I dans lhlgebre M(A) des multiplicateurs de A vertfiant les deux 
proprietts suivantes: 
(i) [relevement] pour tout CI de A/I, l’image canonique de A(x) dans 
les multiplicateurs de A/I est Pgale ri a; 
(ii) [harmonicite’] pour tout LX de A/I, l’image canonique de A(a) dans 
les multiplicateurs de I est un element fortement (resp. faiblement) harmoni- 
que sur I: soit 
PROBL&E DE DIRICHLET 73 
au sens de la convergence uniforme (resp. presque uniforrne) sur presque tout 
“compact” de I. 
5.4. Remarque 
5.4.1. Si l’on suppose en outre vtrifitte l’hypothbe d’ergodicitt: 3.3.1, 
alors l’application A est markovienne: pour tout &tat w de A, 0 0 A est un 
itat de A/I. 
5.4.2. Si l’on suppose que l’idCa1 I est “relativement compact”, c’est 1 
dire si l’algkbre A/I’ posskde une unit&, alors le noyau de Dirichlet A est 
un relkvement compl&tement positif de A/Z dans A. 
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